DEMONSTRATION DE L'OBSERVATION 2 D'ALMKVIST ET ZUDILIN 
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Le but de cette note est de donner une preuve de 1' Observation 2 d'Almkvist et Zudilin [H 
p. 487]. II s'agit de l'observation numerique suivante. Posons 
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Wo (z) = A ^ n = 1 + 12z + 804 ^ 2 + 8868(k 3 + ■ ■ • G Z[[z]]. 
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Observation 2. II existe uo(z) G Z[[z]] te//e gue too(^) = uq{z 

On va utiliser le critere suivant de Heninger et al. [2]. On note V n l'ensemble de series 
formelles F(z) G 1 + z1i[[z\] telles que F(z) l l' n G 1 + zZ[[z]] pour un entier n > 1. 

Lemme 1. Posons fi n = nY[ p \ n P- On a 

F(z) EV n ^ F{z) (mod^ n ) G 7V 

Dans le cas de la serie wq(z), on a n = 2 et //2 = 4. II suffit done de prouver que 
w (z) (mod 4) G Vi- Or nous allons prouver que w (z) (mod 4) = 1, qui est bien dans V 2 - 



Theoreme 1. Pour des entiers j, k,n > 0, posons 
a n (j, k) 
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\j ) \kj\n J \ n J \ n 
Pour tous entiers n > 1 et j,k > 0, on a 

(a) V2(a n (j, k)) = 1 si, et seulement si, {j, k} = {0, n} et n est une puissance de 2. 
(6) v 2 (a n (j, k)) > 2 sinon. 

Pour n > 1, on a 

A n = a n (0,n) + a n (n,0) + ^ f a n (j,k), 

0<j,k<n 

ou le prime signifie que la sommation exclut les couples (j,k) = (0, n), (n, 0). Comme 
a„(0,n) = ( 2 ^) = a n (n,0) est toujours pair (le pire cas etant donne par (a)), on en deduit 
le corollaire suivant. 

Corollaire 1. Pour tout entier n > 1, on a V2(A n ) > 2. En particulier, w$(z) (mod 4) = 1 
et V Observation 2 est vraie. 
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Demonstration du TheoremeUi Soit n > 1. II n'y a rien a prouver si j + k < n et on 
suppose maintenant que j + k > n. 

Premier cas : {j, k} = {0,n}. On a alors a n (0,n) = a n (n,0) = ( 2 ^). Or 
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II est facile de verifier que l'expression a droite est > 2 sauf si n est une puissance de 2, 
auquel cas elle vaut 1. 

Deuxieme cas : {j, k} ^ {0,n}. La condition j + k > n > 1 montre que dans ce cas 
on a alors forcement j > 1 et k > 1. 

On va tout d'abord montrer que pour entiers m,p tels que 1 < p < m, on a 
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En effet, on a 
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oil L est Fentier > 1 tel que 2 L ~ l <p <2 L . Supposons alors que [^J - L^J = °- 0n 
en deduit que 

m + p m — p 

< r^- ^- < 1 

- 2 L 2 L 

et done que p < 2 L ~ 1 , contrairement a l'hypothese. Done [^r^J ~ 
prouve ([Tj). 

On applique maintenant jT]) aux deux cas (m,p) = (n,j) et (m,p) 
que 
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L^J > 1, ce qui 
: (n, A;) pour obtenir 
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> 2. 



A fortiori, on a done V2(a n (k, j)) > 2 lorsque {j, k) ^ {0,n}. 
Ceci termine la preuve du theoreme. 
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